Lecon 152 - Déterminant. Exemples et applications.

Cadre : E est un K-ev de dimension finie n. B = {ey, .., e,} une base de E.

. Définitions du déterminant. —
. Déterminant d’une famille de vecteurs. —

— Def : pour k > 1, une forme k-linéaire sur E est une application f : EF — K
qui est linéaire en chaque variable. On note L (F, K) l'espace vectoriel des formes
k-linéaires sur E.

Def : Une forme k-linéaire f est dite antisymétrique si :

Vi<j <k, f(xi,., @5, Ty @) = —f(T1, 0, iy ooy Ty oy Th).-

Rem : f est antisymétrique ssi Vo € X, f(Zy(1), - Tor)) = £(0) f(21, ., T1)-

Def : Une forme k-linéaire est dite alternée si (z; = =; pour i # j ) = f(z1,..,Tx) =
0.

Pro : Si car(K) # 2, { est antisymétrique ssi f est alternée.

Def+Pro : detp(z1,..,x,) = Zaezﬂ £(0)Z1,5(1)--Tn,o(n) €st une forme n-linéaire
alternée qui vaut 1 pour (1, ..,2,) = (€1, .., €n)

Pro : L’ensemble des formes n-linéaires alternées forme un sous-espace vectoriel de
L, (E) de dimension 1.

Rem : Si B’ = {e}, .., €},} est une autre base de E, alors detp/(.) = det(B, B")detp(.),
ou det(B, B') = detg(e}, .., el).

On a alors det(B, B')det(B', B) = 1.

Pro : Une famille (21, .., z,) est liée ssi detg (21, .., 2,) = 0.

Ex : Pour u € End(E), fu(xi,...,x,) = Y, detg(z1,..,u(z;),..,xy,) est une forme
n-linéaire alternée. On note Tr(u) le scalaire tel que f, = Tr(u)detp.

. Déterminant d’un endomorphisme. —

Def+Pro : Pour f € End(E), on définit det(f) := detp(f(e1),-.,
nant de f.

det(f) est indépendant de la base B choisie.

Pro : det(f o g) = det(f)det(g).

Ex : det(Idg) = 1, det(Mdg) = \™.

Pro: f € GL(E) < (f(e1), ..., f(e,)) base de E < det(f) # 0.
Pro: Pour f € GL(E), det(f~') = det(f)~!.

Pro+Def : det : GL(E) — K* est un morphisme de groupes.

On définit SL(E) := det~({1}). C’est un s-g distingué de GL(E), avec GL(E)/SL(E)
K.

f(en)) le détermi-

. Déterminant d’une matrice. —

— Def : Pour A € M, (K), on définit det(A) par det(A) := det(f), ou f € End(K")
est 'unique application linéaire telle que Mat(f, B) = A.
— Pro: A€ Gl,(K) & det(A) #£0.

Pro: det(A) = detp/(cq, .., cn) OU ¢; sont les colonnes de A et B’ est la base canonique
de K™.

On a alors : detp (A1.¢1, ..y An.Cn) = A1 Apdet(A), YA; € K.

Pro: Ona: det(A) =3 v €(0)T1001)Tn,o(n)

Ex : Pour A = Diag(A1, .., \n), det(A) = Ai.. A\

Cor : det(A") = det(A). Ainsi, det(A) = detp:(l1,..,1,) ot l; sont les lignes de A et
B’ la base canonique de K".

Pro: VA,C € M, (K), det(AC) = det(A)det(C).

Cor : Deux matrices semblables ont le méme déterminant.

Calculs de déterminants. —

1. Déterminants triangulaires par blocs. —

~

3.
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0 D
Cor : Si A est une matrice triangulaire supérieure/inférieure, alors det(A) = a1 1..an 5.
Pro: Le déterminant est invariant par opérations élémentaires sur les lignes/colonnes.
Pro : Une permutation des lignes/colonnes multiplie le déterminant par la signature
de la permutation.

App : On peut ainsi utiliser la méthode du Pivot de Gauss sur A pour calculer
det(A).

Cette méthode nécessite O(n3) opérations dans K.

Pro: Pour A € M, (K),C € My m(K),D € M,(K), det(( >) = det(A)det(D).

Mineurs et cofacteurs. —

Def : Pour tout (¢,j) on appelle mineur de a; ; le déterminant A, ; de la matrice
obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j de la matrice A.

On appelle cofacteur de a; ; le scalaire 4; ; := (=1)"TA, ;.

Pro : Développement par rapport a la i-ieme ligne : 3, a;;A4;; = det(A).
Développement par rapport a la j-ieme colonne : >, a; ;A; ; = det(A).

Def : On définit com(A) := (A; ;)i,; la matrice des cofacteurs de A, appellée coma-
trice de A.

Pro : Pour tout A € M, (K), Atcom(A) = com(A)'A = (det(A)).L,.

Cor : Si A est inversible, alors A~! = ﬁm)com(A)t.

Exemple pour n = 2.

App : Ainsi, les matrices de M»(Q) a coeflicients entiers d’inverse a coefficients
entiers sont celles de déterminant +1.

Déterminants particuliers. —

Ex : Déterminant de Vandermonde : V (a1, ..,a,) = ;< (a; — a;).
Application au calcul du déterminant d’une famille étagée de polynomes.
Exemples de calculs de det du Gourdon.

Ex : Déterminant circulant.

Ex : Déterminant de Cauchy.



. Applications en algébre et géométrie. —

1. Systémes de Cramer. —

— Def : Systeme de Cramer.
— Théoréeme de Cramer.
— Exemple.

. Polynéme caractéristique. —

— Rem+Def : Comme le déterminant d’une matrice comme un polynéme a coefficients

entiers en les coefficients de la matrice, pour H un anneau commutatif unitaire intégre

de corps des fractions K, pour tout M € M, (K) a coefficients dans A, det(M) € H.

Ainsi, pour tout A € M,,(K), le déterminant de la matrice A — X1, € M, (K (X))

est un élément de K[X]. On note alors x4 (X) := det(A — X1,,).

Pro: A € Spx(A) & xa(A) =0.

— Pro : Pour A une v.p. de A, et vy la multiplicité de (X — A) dans x4(X), on a :

1 <dim(Ker(A— \,)) <.

Théoréme de Hamilton-Cayley : x4(A) = 0.

— Ex : Polyndéme caractéristique d’une matrice compagnon.

— Rem : Le coefficient constant de x4 est det(A). Tous les coefficients de x 4 sont des
polyndmes a coefficients entiers en les coefficients de A.

— App : Pour H un anneau commutatif unitaire intégre de corps de fractions K, et
pour M € M, (K) a coefficients dans H, M admet un inverse a coefficients dans H
ssi det(M) € H*.

. Détermination du nombre de racines réelles distinctes d’un polynome. —

— Rem : Soient [y, ..,[, des formes linéaires sur R™. Si la famille des [; est linéairement
indépendante, alors une forme quadratique de la forme g(z) = >, a;(l;(x))? va
s’écrire de la forme q((y1,..,yn)) = >, a;y? dans une base B complétant la famille
antéduale associée a la famille (I1,..,1,).

— Dev : Soit P € R[X] de degré n, et de racines complexes A1, .., A, de multiplicités
Ay ey Oy
On pose s, := > .o, ;AL pour [ > 0, et S, ((21,..,25)) ==
une forme quadratique sur R™.

Si (p, q) est la signature de S, alors P posséde p + ¢ racines distinctes, dont p — ¢
exactement sont réelles.

— Exemple pour P(X) = aX? +bX +c.

Zi,kgn Si4kTi-Tp, qui est

. Géométrie. —

— Def : Soit & un espace affine réel d’espace de vecteurs E, et (By, .., B,) un repere
affine de &.
Une conique de I'espace affine & est un ensemble de points M € & dont les coordon-
nées barycentriques (g, .., Tp,) (xo+..+x, # 0) vérifient : (xq, .., 2,).A.(T0, .., Tn)t =
0, pour A une matrice symétrique.

— Pro : Par 5 points du plan affine passe une conique.
sous-ensemble de 4 points parmi les 5 n’est aligné.

— Dev : (Corollaire du théoréme de Pascal) Soient A,B,C trois points du plan non-
alignés. Soient M,N des points du plan tels que les droites (AM),(BM),(CM), cou-
pent respectivement les droites (BC),(AC)(AB) en des points Ma,Mp,Mc et que
les droites (AN),(BN),(CN), coupent respectivement les droites (BC),(AC)(AB) en
des points Na,Np,N¢.

Alors il existe une conique passant par Ma,Mpg,Mc,Na,Ng,N¢.

Elle est unique ssi aucun

4. Applications en analyse. —

1. Régularité du déterminant. —

— Pro : Le déterminant est polynémial en les coefficients d’une matrice, donc est de
classe C*°.

— Pro: Dy(det)(H) = Tr(com(A)'H).

— Pro: Deux matrices de M, (R) semblables dans M,,(C) sont semblables dans M, (R).

— Pro : L’intérieur de D, (C) est C,,(C).

2. Changement de variables. —

— Def : Jacobien

— Ex : Coordonnées polaires.

— Pro : Théoreme de changement de variables.

— Exemple de calcul via changement de variables.
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